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Equações de Kolmogorov

Tempos de parada

Uma va T ≥ 0, definida no mesmo espaço de probabilidades que
(Xt), é dita um tempo de parada para (Xt) se o evento {T ≤ t}
não depender de (Xs)s>t para todo t

Teorema 1 (Ppdde Forte de Markov)

Seja (Xt) ∼ PMS(µ,Q) e T um tempo de parada para (Xt).

Então, dados {T <∞} e {XT = x},

(XT+t)t≥0 ∼ PMS(δx ,Q),

independentemente de (Xs)s≤T .
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Eqs Kolmogorov (cont)

Teorema 2

Seja (Xt) um processo de saltos cont à dir em S finito. Seja Q uma
Q-matriz em S com matriz de saltos Π. São equivalentes:

(a) Dado que X0 = x , a cadeia de saltos (Yn) é uma CM(δx ,Π), e para
n ≥ 1, dados Y0, . . . ,Yn−1, os tempos entre saltos T1, . . . ,Tn são va’s
exponenciais independentes com taxas qY0 , . . . , qYn−1 , resp.

(b) Para t, h > 0, dado Xt = x , Xt+h é independente de (Xs)s≤t e,
uniformemente em t,

P(Xt+h = y |Xt = x) = δxy + qxyh + o(h);

(c) Dados n ≥ 1 e 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn+1 e x0, . . . < xn+1 ∈ S:

P(Xtn+1 = xn+1 |Xtn = xn, . . . ,Xt0 = x0) = Pxnxn+1(tn+1 − tn),

onde
{

P(t) =
(
Pxy (t); x , y ∈ S

)
, t ≥ 0

}
é a solução da eq avançada

P′(t) = P(t)Q, P(0) = I.
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Dem. Teo 2

(a ⇒ b) Px(Xh = x)
(1)

≥ Px(T1 > h) = e−qxh = 1 + qxxh + o(h)

e para y 6= x

Px(Xh = y)
(2)

≥ Px(T1 <,Y1 = y ,T2 > h) = (1− e−qxh)πxye
−qyh

= qxyh + o(h)

Logo,

1 =
∑

y Px(Xh = y)
(3)

≥

1︷ ︸︸ ︷∑
y

δxy +
( 0︷ ︸︸ ︷∑

y

qxy
)
h + o(h) = 1 + o(h),

e podemos concluir que as ≥’s em (1) e (2) são =’s.

(b ⇒ c) Façamos Pxy (t) = Px(Xt = y). Dados x , y ∈ S e t, h > 0:

Pxy (t + h) =
∑

z Px(Xt = z)P(Xt+h = y |Xt = z)

=
∑

z Pxz(t)(δxy + qzyh + o(h))
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(b ⇒ c) (cont)

Logo,
1
h (Pxy (t + h)− Pxy (t)) =

∑
z Pxz(t)qzy + o(h)

h ;

segue que

limh↓0
1
h (Pxy (t + h)− Pxy (t)) = (P(t)Q)xy .

Podemos repetir o argumento com Pxy (t) e Pxy (t − h), e obter

P ′xy (t) =
(
P(t)Q

)
xy

.

(c ⇒ a) Como no caso do PP.
�

Obs. 1) Como S é finito, podemos substituir, como já vimos, a equação
avançada pela equação atrasada

P′ = QP(t), P(0) = I

(já que ambas equações têm uma única e mesma solução).
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Obs. (cont)

2) Note que (b) pode ser escrita de forma matricial. Seja

P(s, t) =
(
Pxy (t − s)

)
x ,y∈S .

Então, (b) equivale a

P(t, t + h) = I + Qh + o(h).

Logo, para n ≥ 1,

P(t) = P(0, t) = P
(
0, tn
)
P
(
t
n ,

2t
n

)
· · ·P

( (n−1)t
n , t

)
'
[
I + Q t

n + o
(
t
n

))
→ etQ

quando n→∞.
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S infinito

Vamos escrever as equações de Kolmogorov.

Equações avançadas

P′(t) = P(t)Q, P(0) = I

ou

P ′xy (t) =
∑

z∈S Pxz(t) qzy , x , y ∈ S, Pxy (0) = δxy .

Equações atrasadas

P′(t) = QP(t), P(0) = I

ou

P ′xy (t) =
∑

z∈S qxz Pzy (t), x , y ∈ S, Pxy (0) = δxy .
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Teorema 3

Seja Q uma Q-matriz. Então a equação atrasada tem uma solução
ḿınima não negativa P(t), t ≥ 0. Esta solução tem a propriedade
de semigrupo:

P(s)P(t) = P(s + t), s, t ≥ 0.

Obs. Se S for finito, então pelo Teo 1 do Álbum 13, temos que

P(t) = etQ,

que pelo mesmo resultado é a única solução de ambas Equações de
Kolmogorov.
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Teorema 4

Seja (Xt) um processo ḿınimo cont́ınuo à direita em S ∗. Seja Q
uma Q-matriz em S com matriz de saltos Π e semigrupo P(t)
dado acima. São equivalentes:

(a) Dados X0 = x e a cadeia de saltos (Yn) ∼ CM(δx ,Π), os
tempos de visita sucessivos T1,T2, . . . são va’s exponenciais
independentes com taxas qY0 , qY1 . . ., resp.

(b) Dados n ≥ 1 e 0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn+1 e x0, . . . < xn+1 ∈ S:

P(Xtn+1 = xn+1 |Xtn = xn, . . . ,Xt0 = x0) = Pxnxn+1(tn+1 − tn).

Nessas condições, chamaremos (Xt) de PMS com gerador (ou
gerado por) Q. Notação: (Xt) ∼ PMS(·,Q)

∗Vide Slide 15 do Álbum 13.
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Dem. Teos 3 e 4

Seja (Xt) o PMS ḿınimo associado a Q constrúıdo no Slide 4 do Álbum
17, e seja Pxy (t) = Px(Xt = y), P(t) = (Pxy (t))x,y∈S .

1) Vamos mostrar que P satisfaz a equação atrasada. Para x , y ∈ S,
dado T1:

Pxy (t) = Px(Xt = y |T1 > t)e−qx t +

∫ t

0

ds qxe
−qx s

∑
z 6=x

πxzPzy (t − s)

= δxye
−qx t +

∫ t

0

ds e−qx s
∑
z 6=x

qxzPzy (t − s) (1)

Logo,

Pxy (t)eqx t = δxy +

∫ t

0

ds
∑
z 6=x

qxz e
qx sPzy (s), (2)

o que mostra que Pxy (t) é cont́ınua e diferenciável (pois a série no
integrando é uniformemente convergente, e logo uma função cont́ınua).
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Dem. Teos 3 e 4 (cont)

Diferenciando (2) nos dois lados:

qxe
qx t Pxy (t) + eqx t P ′xy (t) =

∑
z 6=x qxz e

qx tPzy (t),

e logo, cancelando eqx t nos dois lados, e como qx = −qxx :

P ′xy (t) =
∑

z qxz Pzy (t) (3)

2) O mesmo argumento para provar (1) (condicionando em T1 e no
destino do 1o salto, usando a Ppdde de Markov e homogeneidade
temporal) também mostra que, para n ≥ 0,

Px(Xt = y , t < Sn+1) = δxye
−qx t

+

∫ t

0

ds e−qx s
∑
z 6=x

qxzPz(Xt−s = y , t − s < Sn). (4)

Por outro lado, se P̃(t) satisfaz a equação atrasada (na forma
diferencial), então também a satisfaz na forma integral (para ver isto,
basta percorrer os passos de (1) a (3) acima em reverso).
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Dem. Teos 3 e 4 (cont)

P̃xy (t) = δxye
−qx t +

∫ t

0
ds e−qx s

∑
z 6=x

qxz P̃zy (t − s). (5)

Se P̃xy (t) ≥ 0, então

Px(Xt = y , t < S0) = 0 ≤ P̃xy (t) ∀ x , y ∈ S. (6)

Substituindo (6) em (5), e usando (4), obtemos, recursivamente,

Px(Xt = y , t < Sn) ≤ P̃xy (t) ∀ n, e tomando o limn→∞:

Px(Xt = y) ≤ P̃xy (t) �minimalidade

3) A ppdde de semigrupo segue da Ppdde de Markov:

Pxy (s + t) =
∑

z Px(Xs = z)Px(Xs+t = y |Xs = z)

=
∑

z Px(Xs = z)Pz(Xt = y) �Teo 3
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Dem. Teos 3 e 4 (cont)

4) Supondo que (Xt) satisfaz (a), como fizemos até agora, e
usando a Propriedade de Markov:

P(Xtn+1 = xn+1|Xtn = xn, . . . ,Xt0 = x0) = Pxnxn+1(tn+1 − tn),

e (b) está satisfeita. Finalmente, um argumento como aquele
utilizado para o Processo de Poisson mostra que (b) ⇒ (a). �Teo 4

Obs. Se Q for não explosiva, então temos unicidade das soluções
probabiĺısticas da equação atrasada.

Exemplo de processo não ḿınimo: Processo de Nascimento
explosivo a partir da origem, voltando à origem (com prob 1) em ζ,
e recomeçando a partir dáı.

Teorema 5

A solução ḿınima não negativa da equação atrasada coincide com
a solução ḿınima não negativa da equação avançada.

Dem. Livro
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